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llmﬂ Regresja | korelacja
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Dla kazdej jednostki (obiektu) mamy wartosci dwéch zmiennych losowych:
x i y.Chcemy zbadac zwigzek miedzy tymi dwoma zmiennymi dla:

e -uzyskania liczbowych miar pewnych podstawowych cech
zaleznosci,

e -dostarczenia mozliwosci prognozowania (predykcji) wartosci jednej
ze zmiennych, gdy druga jest znana,

e -stwierdzenia, czy obserwowany kierunek trendu jest istotny.

Mowimy o zwigzku miedzy dwiema zmiennymi, gdy rozktad jednej zmiennej
zwigzany jest z wartosciami drugiej. Nie znaczy to, ze jedna zmienna jest
przyczyng drugiej, nie mowimy wiec o zwigzku przyczynowo-skutkowym
(por. liczba rozwoddw versus produkcja papieroséw)
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AGH

Obserwowano zmienne x i y dla duzej liczby obiektow. Interesuje nas,
jakiej przecietnej zmianie ulega y gdy x przyjmuje rézne wartosci.

Zaleznos¢ E(y|x) od x nazywamy funkcjg regresji. MOwimy o regresji
prostoliniowej, jezeli zmienna y przyjmuje rozktad normalny ze srednig

E(y|x) = A+ Bx
oraz statg (niezalezng od x) wariancjg réwna ¢?.

Mamy n par obserwacji (x;,y;). Nalezy znalez¢ liczby a i b bedace
estymatorami A i B tak, aby zminimalizowa¢ sume kwadratow

2 . 7 e . .
Zi(yl- — Yl) gdzie Y; sg wartosSciami wyznaczonymi przez
szacowane rownanie regresiji:

Yy=a+b-x
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Mamy n par obserwacji (x;, y;). Nalezy znalez¢ liczby a i b bedace
estymatorami 4 i B tak, aby zminimalizowa¢ sume kwadratow

2 . 7 . . .
Zi(yl- — Yl) gdzie Y; sg wartoSciami wyznaczonymi przez
szacowane rownanie regresji:

Yy=a+b-x;

_Z&%—EX%—yf_&erﬂﬁy

y;- wartos¢
obserwowana ] 2 - 2 —2
Y ;- wartos¢ Zl('xl x) Zi X;i —nx
teoretyczna

a=Yy—bx

b\ 4
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Regresja prostoliniowa

Pojecie regresji zwigzane jest z ksztattem zaleznosci E(y|x) od x, pojecie
korelacji zwigzane jest zas z sitg tej zaleznosci

Wspotczynnik korelacji

cov(x,y)
o, oy

cov(x,y) - kowariancja zmiennych x i y

cov(x,y) = f j X — EQ@] [y — EM)] fi () dx dy

—00 —O0O

0y, 0y - odchylenie standardowe zmiennych x i y
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Regresja prostoliniowa

Wspotczynnik korelacji

_cov(x,y)

O'O'y

Estymatorem p jest wspotczynnik korelacji Pearsona r

Li(x; = X)(yi = ¥) 2 Xy — Xy
G- D20 - ) \/(le T,y — ny?)

s
Pozatym b =r=
Sx

Sx,Sy-estymatory odchylen standardowych
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XA XA XA
O<r<1




Mm Testowanie parametréw regresiji
aaw | WSPOtCZynnika korelacii

Ss
%i(x; — x)?

S2(b) =

S%(a) = S? [1+ * ]

n o Xi(x; —x)*
G2 _ Yy — Yi)* _ (i — (A =1r)?
0 n—2 n—2
H,:A=0 H,:B=0 H,:p=0
HlA:ptO HlB:;tO Hlpi()
t - b t .
— t — —

VS?(a) JS2(b) VS2(T)
Odrzucamy H,, gdy Odrzucamy H,, gdy Odrzucamy H,, gdy
|t| = at(n—Z) |t| = at(n—Z) |t| = a't(n—Z)
Sz( ) = 1—1r?

-

Nie wolno wykorzystaé tak obliczonego S?(r) dla estymacji przedziatowej p !



mﬂ Zadanie predykcjl

Dana jest pewna wartosc x,. Chodzi o znalezienie przewidywanej wartosci Y
zmiennej y odpowiadajgcej danemu x,. Najlepszym oszacowaniem wartosci
przewidywanej jest wartosc Y, . wynikajgca z prostej regres;ji, czyli

Y, =a+b-x,

Granice btedu dla Y, zwigzane z losowoscig samego y oraz niedoktadnoscia
okreslenia parametrow prostej regresji wyrazajg sie wzorem:

1 (xo _ f)z
n o Y(x - 1)

Y, * al(n-2) ° Sg - [1+
N
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Granice btedu dla Y, zwigzane z losowoscig samego y oraz niedoktadnoscia
okreslenia parametréw prostej regresji wyrazajg sie wzorem:

1 (x, —x%)?
S

N

95% - owa granica
btedu dla przewidywanej
wartosci Y

prosta regresji




Il

AGH

Analiza regresji - przyktad

Przyktad: Przez dwa tygodnie karmiono szczury dietg ubogg w witamine D dla
wywotania krzywicy. Nastepnie przez dalsze dwa tygodnie podawano szczurom
preparat zawierajgcy witamine D. Po uptywie tego czasu okreslono stopien
wyleczenia przez radiografie prawego kolana kazdego zwierzecia

doswiadczalnego. Porodwnano analizowane zdjecie radiologiczne ze
standardowym zestawem fotografii opatrzonych numerami od 0 do 12 (
stopniowanie w kierunku wzrastajgcego wyleczenia). Kazdg dawke preparatu
podawano grupie kilku szczurow i pdzniejsze zdjecia analizowato kilku radiologow.

Zbadac regresje miedzy logarytmem dawki (x;) preparatu a srednim efektem dla
kazdej dawki (y;)

dawka 2.5 5 10 20 40 80 160 320
X; 0,398 | 0,699 | 1,000 | 1,301 | 1,602 | 1,903 | 2,204 | 2,505
Vi 0,250 | 1,0833 | 1,6667 | 2,8333 | 3,5833 | 4,3333 | 4,9167 | 5,5555
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Analiza regresji - przyktad
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dawka 2.5 5 10 20 40 80 160 320
X; 0,398 | 0,699 | 1,000 | 1,301 | 1,602 | 1,903 | 2,204 | 2,505
Vi 0,250 | 1,0833 | 1,6667 | 2,8333 | 3,5833 | 4,3333 | 4,9167 | 5,5555
x =1,4515 y = 3,00 n=28
b =2,5115 a = —0,6454 r = 0.9943
Przyktadowo przeprowadzimy test dla r:
n—2 _
Hotp =0 t=r \/ 7 = 22,8296 0.05E(6) = 2,447
H:p0 £> by H, —odrzucamy

przyjmujac p # 0
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Test na linlowosc¢
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Xi X1 X2 Xi Xk
Y11 Y21 Vi1 Yk1
- V12 Y22 Yi2 YVk2
yl] see e e e
Vin, Yon, Yin; Ykny,
k
T, T, T; _Z —1 Yij Ty, T=z T
=1
] p
S1 S7 Si = Z] 1 Yij Sk 5= Z Si
i=1
_ _ T - T
Y1 ) i — n, Yk y = N
k
ny n, n; ny N = Z n;
i=1
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> 0y~ Doy -t T Y E-wt ) -y
SK = SKR + SKL + SKB
catkowita suma suma kwadratow suma kwadratow suma kwadratow
kwadratow odchylen wartosci odchylen srednich odchylen wartosci
odchylen wartosci obserwacji od serii od wartosci teoretycznych od
obserwacji od Sredniej serii teoretycznych Sredniej (Swiadczy
sredniej (zmiennos¢ resztowa) wynikajgcych z o nachyleniu
prostej regres;ji prostej regresji-
(Swiadczy o por. wspotczynnik
dopasowaniu B)

obserwacji do
prostej regresji)
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k _
Di=i X Ty — l le -

k 2
k 2y (=)
izt X{ —

SKB =

SKL = SK — SKR — SKB
D
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Test na linlowosc¢

Zrédto Suma Liczba st. Sredni Stosunek
Zmiennosci kwadratow swobody kwadrat wariancji
Odchylenie SKB G2

wartosci teoret. SKB 1 2= F| = —12
od sredniegj 1 5o
Odchylenie 2
SKL S
$rednich serii od SKL k-2 522 - F, = —22
prostej regr. ke —2 5
SKR
Reszta wgyvnatrz SKR Nk Sg _
serii N — k
Ogodtem SK N-1
Testowane hipotezy:
1) H,:B=0 2) H,: Funkcja regres;ji jest liniowa
Hi:B+0 H;: Funkcja regres;ji nie jest liniowa

(stosunek F)

(stosunek F;)
D



Il Test na liniowo$é

Przyktad: W poprzednim przyktadzie dopasowalismy linie regresji dla zaleznosci

wzajemnej logarytmu dawki leku (x;) i sSredniego efektu terapeutycznego (y;).
Tutaj zamiast efektu sredniego uwzgledniamy, ze kazdg dawke leku (x;)
podawano szesciu szczurom. Wobec tego dysponujemy szescioma ocenami efektu
leczenia dla kazdego x;

dawka 2,5 5 10 20 40
X, 0,398 0,699 1,000 1,301 1,602

0 1,0 1,5 3,0 6,5

0 1,5 1,0 3,0 3,5

0 1,5 2.0 5,5 45

ij 0 1,0 3,5 25 3,5

0 1,0 2,0 1,0 3,5

0,5 0,5 0 2.0 3,0
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Zrodto Suma Liczba st. Sredni Stosunek y
. , . , ... | Istotnosc
Zmiennosci kwadratow | swobody kwadrat | wariangji
Odchyl. wart.
teoretycznych od 57,0375 1 57,0375 52,248 P<0,005
Sredniej
Odchyl. sr. efektu | g/ cg 3 0,2819 0,258 | nieistotne
dawki od prostej
Reszta wewnatrz | 5 5917 25 1,0971
dawki
Ogotem 85,1750 29
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Regresja w dwoch grupach

N\

(a) Czy mozna uwazac, ze obie proste regresji sa rownolegte?
(b) Jesli tak, to czy mozna uwazag, ze proste te pokrywajg sie?
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nq- liczebnosc¢ par obserwacji (x;1, y;1) W grupie 1

n,- liczebnos¢ par obserwacji (x;,, y;») W grupie 2

X1,Y1,X2,Y, —odpowiednie Srednie w grupach 1i2
Estymowane proste regresiji:
Yii =a; + by xp
Yo =a; + by x5
2 _ Yl i = Yi)? + X2 (Vi — Yi2)?
0 ny +n, —4
1 1

— T —
Z?zll(xu — X1)* Z?zzl(xiz — Xz)*

S

s%(by — by) = 8§
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Regresja w dwoch grupach

Yip=a;+ by xy
Yo =ay+ by - xp,
Yol i —Yi) + X2 (Vi — Yip)?
ng+n, —4
1 1
nq —\2 + n»y ——\2
Zizl(xil —X1) Zizl(xiZ —X2)

Badamy, czy mozna uwazac obie proste regresji za rownolegte

52 =

s*(by — by) = 5§

(a  H,: By =B, by —b
H1: Bl :/:BZ t_\/Sz(bl—bz)

H, odrzucamy, gdy [t| = 4t 4+n,-4)




w Regresja w dwoch grupach

Jezeli nie znajdziemy podstaw do odrzucenia H,, to obliczamy estymowang wartos¢
wspolnego wspotczynnika nachylenia rownolegtych prostych regresiji:

Yt (xi — %) (v — VD) + D2 (X2 — %) (Yiz — 2)

b = — —
Z?:ll(xil — %)% + Z?:zl(xiZ —X7)*

Granice przedziatu ufnosci dla b mozna oszacowac jako

b+, t(n1+n2—4) Sz(b)
gdzie:

S

s?(b) =
Yot (e =)+ X2 (xip — X7)?
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Przyktad: Przeprowadzono pordwnanie dwu preparatow przeciwkrzywicznych:
pierwszego z poprzedniego przyktadu oraz drugiego:

dawka 2,5 5 10 20 40
X;1 0,398 0,699 1,000 1,301 1,602

0 1,0 1,5 3,0 6,5

0 1,5 1,0 3,0 3,5

0 1,5 2,0 5,5 4,5

i1 0 1,0 3,5 2,5 3,5

0 1,0 2,0 1,0 3,5

0,5 0,5 0 2,0 3,0

dawka 2,5 5 10 20
X 0,398 0,699 1,000 1,301

3,25 2,50 3,75 5,0

3,0 2,75 5,25 7,0

1,75 2,25 6,0 3,0

Yi2 2.0 2,25 6,5 3,0

0,5 3,75 2,25 6,0

1,5 3,5
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Regresja w dwoch grupach

sZ =1,2384
s?(by — by) = 0,7257
b, = 3,2392 b, = 3,3663
13,2302 - 3,3663

v 0,7257

0,05t(48) - 2,013

t

= —0,1492

Nie ma podstaw do odrzucenia H, w tym przypadku, wiec proste regresji dla obu
preparatow sg rownolegte, wspolny wspotczynnik nachylenia obu rownolegtych
prostych regresji bedzie rowny:

b =3,2791 s?(b) = 0,1563
wiec
B =3,2791 40,7958
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(b) Gdy nie znalezlismy podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnolegtosci dwu prostych regres;ji
(na czym w istocie nam zalezato), pytamy czy te proste rownolegte pokrywaja sie, czy tez nie,
a jezeli nie, to jaka jest ich ,pionowa odlegtos¢” wzajemna.

N

Y

¥




@M Regresja w dwoch grupach

Yy

x

Obliczamy wiec: X2 X; X
d=y1 =y, —b(x1 —Xx3)

2oy 2| Ly L (1 — %)’
S ( ) SC + + nq —\2 ny —-—\2
ng Ny X100 — X)) + X2 (g — X7)

> — Zn=1 (xi1 =) - Vin =N + Y2 Xip —X32)* (Vi — Vo
Z?zll(}’u —y)? + Z?=21(3’i2 —35)2 — [ =1\l 7111 Yi1 _ylg ;1_21( 2 _2)2 (Viz YZ)]
2 — Dic (X —X)% + 20,2, (2 — X2)

Sc =
n1+n2—3
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Badamy, czy rownolegte proste regresji nie pokrywaja sie

H,:d=0
H1: d == 0
d
t =
Vs(d)

Odrzucamy H,, gdy [t| = 4t 4+n,-3)

Przedziat ufnosci dla D

d+ at(n1+n2—3)’\/ Sz(d)
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Przyktad c.d. Obliczamy i szacujemy pionowg odlegtos¢ pomiedzy dwoma
rownolegtymi prostymi regresji badanymi poprzednio dla preparatow

przeciwkrzywicznych 1 2.

d =—20315
st =1,2137 s*(d) = 0,0998
p= 220315 o a0a toaon = 2,012
~ 00998 0,05%(49) — =

Poniewaz |t| = 0,05t(a9) hipoteze o pokrywaniu sig prostych regresji

odrzucamy. Szacujac odlegtos¢ pionowg d mamy:

D =-2,031540,6355
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(c) Jezeli stwierdziliSmy, ze zaleznos¢ miedzy efektami a logarytmem ich
stezen:

e sg prostoliniowe,

e linie regresji obu lekow mozna uznac za réwnolegte,

e proste regresji nie pokrywaja sie,
to szczegolnie interesujgce interesujgce bedzie wyznaczenie i oszacowanie
»,poziomej odlegtosci” pomiedzy prostymi regresji dla obu lekow, gdyz ma
ona oczywistg interpretacje logarytmu ,,stosunku mocy” poréwnywanych

preparatow oraz eliminuje ewentualne nieliniowosci, jesli ich charakter jest
jednolity dla obu linii regres;ji
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/]
Yy
-]
qg X
X
S
! x /% o“\*
Q &
O 4
o S
&
X
>
logarytm stezenia X

M = logR

R- stosunek mocy leku 2 w poréwnaniu do leku 1 (iloraz
stezenia leku badanego do stezenia leku standardowego
dajacego ten sam efekt leczenia — w sytuacji, jak na rysunku,
jest to utamek < 1)
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5 st[1 1 (M —X{ +X3)*
S (M) — ﬁ — + + n1q —\ 2 n»y —\ 2
Ny Ny 2o (1 — X))+ 22 (1 —X)

2 2
at(n1+n2—3) " Sc

g:

b2 X (i — X)) + X702 (1 — %2)?)
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Gdy g < 0,1, to mozna oszacowac M z zaleznosci:

Mt ot m,-3)Vs* (M)

Gdy 0,1 < g < 1 wartos¢ M szacujemy z zaleznosci

14 by =3) VST a-go(t+l)s (M — 77 + %3)?
B b np Ny Z?:ll(xil o x_l)z + Z?jl(xiz _ @)2

1—-g
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Przyktad c.d. Badamy odlegtos¢ poziomg rownolegtych prostych regresji dla

dwaoch rozwazanych poprzednio preparatow przeciwkrzywicznych.

sZ =1,2137 a = 0,05
b =3,2791 0,05ta9) = 2,012
g = 0,0577 M = —0,6195

g < 0,1 wiec obliczamy

s*(M) = 0,01185
[£]l > 0,05t(a9) = odrzucamy

t = 5,692
H,:M =20

M = —-0,6195 £ 0,2190
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M =-0,619540,2190

Czyli granice przedziatu ufnosci dla M wynosza:
—0,83851 — 0,4005

Poniewaz M= —0,6195 =log 0,240 wiec R =0,240. Przedziat ufnosci dla R
jest okreslony jako:

—0,4005 =1og 0,398
—0,6195 = log 0,240 0,145 < R < 0,398
—0,8385 =log 0,145




